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Для багатьох задач, особливо в диференціальній геометрії, важливо мати криву, задану параметричними 

рівняннями у функції довжини дуги. У такому випадку для кривої завжди можна знайти натуральне рівняння. У 
науковій літературі наведені деякі криві, які мають натуральні рівняння, тобто для них можуть бути знайдені 
параметричні рівняння у функції довжини дуги. До відомих плоских кривих належать: коло, ланцюгова лінія, 
ланцюгова лінія рівного опору, циклоїда, трактриса, епі- та гіпоциклоїди, зокрема астроїда та кардіоїда як їх ча-
сткові випадки, та лише дві спіралі: евольвента кола та логарифмічна спіраль. Для інших алгебраїчних кривих 
наведено тільки явні або параметричні рівняння у функції довільного параметра. Так виникає проблема аналізу 
алгебраїчних кривих на можливість їх аналітичного опису у функції натурального параметра. 

Метою представленого дослідження був пошук алгебраїчних кривих, які можуть описуватися парамет-
ричними рівняннями у функції довжини дуги. Об’єктом дослідження були алгебраїчні криві. Предметом дослі-
дження були параметричні рівняння кривих у функції довжини дуги.  

Із наведених у працях алгебраїчних кривих вдалося знайти тільки одну, для якої натуральне рівняння не 
наведене, але воно існує. Це кубіка Чірнгаузена, натуральне рівняння та параметричні рівняння якої у функції 
довжини власної дуги мають вигляд: 
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𝑥 = 7𝑎 −
3 ⋅ 2ଶ ଷ⁄ 𝑎ହ ଷ⁄

(𝑠 + √4𝑎ଶ + 𝑠ଶ)ଶ ଷ⁄
−
3𝑎ଵ ଷ⁄ (𝑠 + √4𝑎ଶ + 𝑠ଶ)ଶ ଷ⁄

2ଶ ଷ⁄
; 

 

𝑦 = 3(2𝑎)ଶ ଷ⁄ ⋅ (𝑠 + ඥ4𝑎ଶ + 𝑠ଶ)ଵ ଷ⁄ − 𝑠 −
6 ⋅ 2ଵ ଷ⁄ ⋅ 𝑎ସ ଷ⁄

(𝑠 + √4𝑎ଶ + 𝑠ଶ)ଵ ଷ⁄
. 

Для конструювання інших алгебраї-
чних кривих у функції натурального пара-
метра було запропоновано підхід на основі 
пошуку функцій, які дають можливість пе-
рейти до натурального параметра. Він ґру-
нтується на підборі алгебраїчних функцій, 
які дають можливість проінтегрувати ви-
раз для знаходження довжини дуги і в по-
дальшому перейти до натурального пара-
метра. У диференціальному рівнянні одна 
функція – х(s) – задається наступним чи-
ном:  xᇱଶ + yᇱଶ = 1  , де a – стала величина, 
n – показник степеня, а інша – y(s) – ви-
значається. За такого підходу нам вдалося 
знайти алгебраїчні криві при значеннях 
степеня n=2/3 і n=3/2.  

На рис. 1 побудовані отримані криві 
при різних значеннях сталої a.  

За допомогою запропонованого під-
ходу можна розширити можливості формо-
утворення плоских алгебраїчних кривих.  

Крім того, запропонований підхід 
може бути використано для конструюван-
ня інших (не алгебраїчних) кривих.  

 
а 
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Рис. 1. Алгебраїчні криві, наведені для різних значень ста-
лої а: а – побудовані при n=2/3; б – побудовані при n=3/2. 
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