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Abstract 
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The work consists of the content, the general characteristics of the work and its 

qualification features, a description of the volume-planning and constructive solution 

of the building, an overview of research on the chosen topic, sections of the main part, 

conclusions based on the results of research and formulations of research perspectives 

(in Ukrainian and English). 

The goal, tasks, object and subject of research, methods of scientific research 

are formulated. 

 

The analysis of publications and research includes an overview of architectural 

and constructive solutions of the shells of hypars, the method of analysis of gentle 

hypars with rectilinear edges (both individual shells and composite systems) according 

to momentless and moment theories is considered. Based on the analyses, the specifics 

of the stress state of these shells were investigated and specific recommendations for 

the design of thin-walled hyperbolic shells were provided. Tables are provided for 

analyzing systems consisting of four shells on a square plan. 

 

In the main part, a description of the constructive solution of four models of hyperbolic 

composite shells on a square plan is given, a check of the stability of these surfaces is 

performed, based on the curvature of their surfaces and the load acting on them; 



reinforcement of the shell field was carried out according to the values of the maximum 

principal tensile stresses. 

In the conclusions, the results of the static analysis of various models are analyzed, the 

most effective model of the hyperbolic surface from the point of view of static work is 

determined. 

The practical value of the obtained results allows to determine the most effective 

surface from the point of view of its static work from several possible surfaces that have 

the same geometric dimensions in plan and height and differ only in shaping. Surfaces 

of double Gaussian curvature of the hyperbolic type are used as form-forming surfaces. 

The efficiency criterion for the stressed-strained state was studied from the change of 

one type of hyperbolic surface, the way of its arrangement (location) on a square plan. 

Folded surfaces of the "mushroom" and "tent" types are considered. Theoretical and 

experimental studies of the surface of the hypar type have been analyzed. 

Key words: thin-walled shell, hyperbolic paraboloid, principal stresses, non-unfolding 

surface, Gaussian curvature, lift boom 
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РОЗДІЛ 1. ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ 

1.1 Актуальність теми 

 

У будівельній практиці впродовж значного часового періоду 

використовували в практиці проектування прості моделі, взяті з геометрії: 

паралелепіпеди, піраміди, призми, сфери конуси. Розвиток науки й культури, 

збільшення практичного досвіду є грунтом для досягнень при проектуванні та 

зведенні  різноманітних будівель та споруд, що мають громадське та 

промислове призначення. Ці здобутки знаходять відображення в архітектурно-

конструктивних образах споруд та будівель, у матеріалах, які застосовуються 

при зведенні будівель та споруд, зокрема і унікальних. З розвитком 

програмних обчислювальних комплексів для розрахунку будівельних 

матеріалів, з удосконаленням фізико-механічних характеристик матеріалів, 

додавання в них різноманітних домішок виявилася можливість в архітектурно-

будівельній практиці застосовувати складні криволінійні форми другого й 

вищих порядків. Нині математичне моделювання поверхонь покриттів та 

об'ємів дозволяє створювати такі поверхні складної криволінійної форми, які 

не можливо описати формульно. Але цю задачу виконує математичне 

моделювання. 

Застосування нових, складних математичних моделей поверхонь, 

окреслило нагальне питання зв’язку  між параметрами геометричної моделі та  

її несучої здатності [1]. 

Останнім часом ураховуючи розвиток та  активне упровадження ВІМ-

технологій до практики проектування,  з'явилися принципово нові можливості 

у застосуванні просторових конструкцій під час проектування будівель та 

споруд. Сучасні системи проектування та програми скінченоелементного 

аналізу (AutoCAD, ArchiCAD, Компас, Ліра-САПР, ANSYS, MicroFe та інші) 

додають можливість побудувати модель конструкції, яка проектується, 

здійснити її статичний аналіз, конструктивний розрахунок та розробити 

проектну документацію [1]. 



Архітектурно виразними та актуальними  в останній час є конструкції 

покриття у вигляді оболонок. Серед переваг оболонок-покриттів є  можливість 

перекриття значного польоту без улашування проміжних опор, можливість 

поєднання функції огородження  та несучої функції. 

Для проектувальника важливим завданням є пошук геометричної 

форми, яка найкращим чином відповідала вимогам, що задані 

проектувальником наперед. Видатний італійський інженер П'єр Луїджі, якого 

вважали «поетом залізобетону» вважав, що «несуча здатність конструкції 

являє собою функцією її геометричної форми». Ефективна та раціональна 

статична робота тонкостінної залізобетонної чи армоцементної оболонки з 

криволінійною поверхнею другого порядку досягається оптимізацією форми 

поверхні й це є складною інженерною задачею [2]. 

Форма оболонки вирішальним чином впливає на її напружений стан. 

Напружено-деформований стан оболонки суттєво залежить від гаусової 

кривини поверхні й з лінійчатістю оболонки, що пов’язана із кривизною. Усі 

поверхні в геометрії можна розділити на три типи поверхонь: із 

параболічними, гіперболічними й еліптичними точками [2]. 

Оболонки, що мають циліндричну чи конічними поверхню  гірше чинять 

опір моментам вигину. В цьому разі небезпека прогину є великою. Конструкції 

оболонок необхідно належним чином закріпіти та заармувати та влаштувати 

підсилення з діафрагмам. 

Оболонки типу гіпар, однопорожнинний гіперболічний параболоїд, 

частина тора,  коноїд та ін. краще чинять опір згинальним моментам. [2]. 

1.2 Мета, задачі, об’єкт й предмет дослідження. Методи наукового 

дослідження, що прийнято 

Метою роботи є дослідження напружено-деформованого стану 

декількох моделей тонкостінних залізобетонних оболонок, що являють собою 

з'єднані на квадратному плані гіперболічні поверхні. Геометричні параметри 

оболонок (товщина, розміри в плані, стріла підйому) є однаковими. Різниця 

полягає лише у способі компонування окремих фрагментів гіперболічної 



поверхні на квадратному плані.  Від формоутворення (способу компонування) 

і залежить напружено-деформований стан оболонки. 

Задачі, які були поставлені для досягнення мети:  

- аналіз принципів статичної роботи гіпару зважаючи на його 

формоутворення; 

- створення за методом скінчених елементів чотирьох розрахункових моделей  

складених гіпарболічних параболоїдів, що утворюють  поверхні за формою 

«гриб» та «шатер»; 

- виконання статичного розрахунку в ПК ЛІРА-САПР обраних чотирьох  

варіантів конструкцій; 

- аналіз даних статичноих розрахунків й обрання найбільш ефективної  моделі 

гіпарів. 

Об'єкт дослідження – тонкостінні залізобетонні складені з однакових 

фрагментів на квадратному плані гіперболічні оболонки.  

Предмет дослідження –  напружено-деформований стан тонкостінних 

залізобетонних складених з однакових фрагментів на квадратному плані, 

гіперболічних оболонках. 

Практичне значення отриманих результатів 

Результати досліджень дозволяють визначити з декількох можливих 

форм тонкостінних залізобетонних гіперболічних оболонок більш 

раціональну з точки зору статичної роботи поверхню. 

Апробація та публікація результатів роботи 

 

 
  



РОЗДІЛ 2 

БІБЛІОГРАФІЧНИЙ ОГЛЯД ДОСЛІДЖЕНЬ 

 Графічні вбудовані редактори  

систем компютерної математики дає можливість за рівняннями типу  

 або  одержати незлічену множину 

поверхонь, які теоретично можна використовувати для формоутворення 

певної просторової конструкції. Форма поверхні конструкції повинна 

надавати можливість виконувати стикування або зчленування з іншими 

конструкціями чи їх окремими елементами, виконати привязку цієї 

конструкції до плану. 

Аналітичні поверхні знаходять широке застосування в різних галузях 

техніки, а також  й в будівництві. Традиційно для проектування криволінійних 

поверхонь в будівництві використовується досить обмежене коло поверхонь, 

що запозичені з форм Евклідової геометрії: циліндричні, сферичні, конічні, 

пологі трансляційні поверхні й деякі поверхні обертання. Сучасній архітектурі 

притаманні до незвичних, оригінальних форм. Отже, зявляється потреба в 

нових методах моделювання поверхонь, що можуть бути використані при 

проектуванні просторових конструкцій, зокрема просторових конструкцій 

покриття. 

Розвязання задач розрахунку та конструювання поверхонь є однією із 

основних задач інженерної геометрії. Задачі геометричного моделювання 

висвітлені  в роботах-дослідженнях поверхонь гіпарів М. Мілейковського. 

Поверхні типу гіперболічний параболоїд досліджував також математик 

із Бельгії Ежен-Шарль Каталан.  

 Інші поверхні з точки зору геометричного моделювання висвітлено в 

роботах А.Ш. Готмана, А.В. Замятіна, С.Н. Кривошапко, В.Н. Іванова, А.В. 

Крутова, М.М. Голованова, А.Г. Трущева, В.Г. Рекача, А.Л. Хейфеца, О.В. 

Мискова, В.А. Лебедєва, Є.В. Попова та інших. 

Формоутворенню та способам конструювання присвячені роботи 

німецького інженера Г. Рюле [5]. 



Дослідженням  поведінки складчатих оболонок із 

вуглецевотекстильного залізобетону на основі оргіамі досдіджувалися 

Хомамом Спарталі та Йозефом Хеггером [6]. 

Приклади поверхонь покриттів у вигляді гіперболічного параболоїду 

наведено на рис.2.1 

Впродовд багатьох десятиліть в різних країнах світу було накопичено 

значний досвід у щодо втілення в різних архітектуних формах найпростіших 

поверхонь- циліндру, сфери, конусу, різноманітних поверхонь обертання.   

 
Автори-дослідники І.Є. Мілейковський та  А. К. Купар  в своїй роботі  

виконали  огляд архітектурно-конструктивних рішень тонкостінних оболонок 

типу гіпар. В цих роботах розглянуто також методологію  розрахунку 

гіпарболічних параболоїдів з прямолінійним краями, що можна вважати 

пологими. Було розгялнуто в рамках безмоментно й моментної теорій  як 

окремі оболонки, так й складені системи. В роботі І.Є. Мілейковського та  А. 



К. Купара досліджено специфіку  напружено-деформованого стану цих  

оболонок й запропоновано рекомендації стосовно проектування тонкостінних 

гіперболічних оболонок. Також в дослідженні наведено таблиці для виконання 

розрахунку  систем, які утворено із чотирьох оболонок, розташованих поряд   

на квадратному плані. 

В роботі цих авторів вказано, що в будівлях громадського призначення 

ефективним є використання  конструкцій покриттів центричних композицій у 

вигляді групи із трьох, чотирьох чи п'яти гіперболічних складених в поані 

оболонок. Перевагою таких композицій порівняно  з рештою є в тому, що є 

можливість природного освітлення центральної частини простору, який 

перекривається. Природнє освітдення здійснюється через ліхтарі симетричних 

й оригінальних форм, що надають неповторності  та архітектурної виразності 

всій будівлі. Прикладом такої центричної композиції, що складається із п'яти 

гіперболічних оболонок є  покриття актової зали жіночої гімназії в мсті 

Саутворк у Великій Британії (рис.2.3). 

 

 

а) 

б) 



 

На рис. 2.4 зоборажено оболонки покриття у вигляді поєднання трьох-, 

чотирьох- та більше елементних центричних композицій. За характером 

спирання на опори  (за граничнми умовами) виокремлюють оболонки двох 

видів: із коньковим спиранням в кутах, які вільно звисають, й з спиранням  в 

кутах.  

 

 

 

 

в) 

б) 

а) 



 

Поверхня гіпару на сьогодні вивчена достатньо, що надає можливість 

врахувати геометричні властивості таких поверхонь перед початком 

проектування. Із впровадженням в практичну будівельну сферу тонкостінних 

оболонок прості доволі легко можна втілити в життя. Одначе такі поверхні не 

мали змоги задовольнити вимогам, які висувалися щодо конструкцій оболонок 

та їх форми. Для усунення проблеми дослідники-проектвальники звернули 

увагу до більш складних поверхонь другого порядку, й зокрема на такі форми 

як гіперболічний параболоїд й однопорожнинний гіперболічний параболоїд, 

сферична поверхня обертання, еліптичний параболоїд, та інші. 

Якщо математик запропонує архітектору форму складної поверхні, то 

архітектор, може виокремити на ній велику кількість зон, які обмежено 

контурами різних типів − як прямолінійних, так і криволінійних. Ці контури 

можна розташувати таким чином, що  вони сформують нові цікаві архітектурні 

форми. 

Форми поверхонь покриття другого порядку забезпечують гарне  

водовідведення, не сприяють утворенню снігових  мішків. Несуча здатність 

оболонки й її акустичні властивості  залежить від її форми. При вирішенні 

освітлення слід приймати до уваги факт, що поверхня конструкції розподіляє 

світло, що відлунюється. 

Форма оболонки також обумовлює її аеродинамічні властивості. 

Статичними розрахунками та конструюванням тонкостінних залізобетонних 

циліндричних оболнок займалися Gulzar H. Barbhuiya,  Syed Danish Hasan [11].  

Дослідження роботи оболонок різних типів наведено в роботах [7,8,9]. 

Shimoda M., Iwasa K. займалися пошуком оптимальної форми оболонок  [10]. 

Дослідження оболонок із інноваційного матералу – текстильно-

армованого бетону наведено в [11]. В [11] обговорюються питання 

практичного характера щодо виготовлення та зведення оболонок з текстильно 

армованого бетону із використанням торкрет-бетону. В роботі запропонована 

концепція улаштування текстильної арматури та монтажу оболонок поверх 



збірних залізобетонних колон. Дослідження великопрольиної конструкції 

гіпару наведено в [14]. 

РОЗДІЛ 3 

МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Серед методів досліджень, що застосовано в роботі слід вказати 

наступні. 

1. Метод пошуку, узагальнення та аналізу інформації. Цим методом 

було проаналізовано інформацію із інтернет-джерел, публікацій, 

монографій як вітчизняних, так і закордонних авторів. 

Сформульовано висновки, описано особливості роботи під 

навантаженням оболонок типу гіпар, означено основні положення 

щодо конструювання оболонок такого типу. 

2. Метод скінчених елементів. Цей метод будівельної механіки 

застосовано для створення скінченоелементних схем оболонок типу 

гіперболічний  параболоїд за різними їх  можливими моделями – 

гіпар типу «гриб», гіпар типу «шатер».  

Так, для моделювання поля плити було прийнято скінчений елемент 

типу пластина. Для моделювання елементів колон, елементів плоских 

діафрагм жорсткості було прийнято скінчений елемент №10- 

просторовий стержень загального виду. 

Метод застосовано також для виконання статичних розрахунків цих 

моделей в лінійній постановці для визначення параметрів їх 

напружено-деформованого стану. 

3. Модуль «Залізобетон» в ПК «Ліра-САПР 2024» для підбору  

арматури згідно норм [2]. 

4. Аналітична методика для розрахунку та перевірки стійкості 

оболонок усіх типів, що досліджуються. 

5. Метод аналізу результатів розрахунку. Використовується ПК 

Excell для опрацювання масиву даних, що є результатами статичних 

розрахунків моделей оболонок типу  гіпар. 



РОЗДІЛ 4 

 ГІПЕРБОЛІЧНІ ПОВЕРХНІ   

4.1 Загальні відомості щодо гіперболічних поверхонь 

Гіперболічним параболоїдом називають поверхню, яку можна описати в 

певній прямокутній системі координат  канонічним рівнянням 

 

 

(4.1) 

В рівнянні (4.1)  − параметри, які є додатніми величинами, й є 

такими, що характеризують гіперболічні параболоїди. 

 

 

 Гіпар (скорочено від «гіперболічний параболоїд») являє собою 

оболонку, серединна поверхня котрої має подвійну Гаусову кривину. Кривина 

є різнознаковою. Центри кривини гіпару знаходяться по різні боки від 

поверхні. Тому, як наслідок, добуток кривин є від’ємним числом:  

Таким чином, гіпар також характеризують як поверхню від’ємної Гаусової 

кривини. За Ф. Ємоном такі поверхні також називають антикластичними  на 
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відміну від сінкластичних поверхонь, якими є поверхні додатної Гаусової 

кривини, ( сферична форма, еліптичний параболоїд). Гіпар, будучи поверхнею 

подвійної кривини, є такою поверхнею, що не розгортається [13]. 

 Для оболонок, які зводяться за технологією монолітного залізобетона, 

найбільш зручними є геометричні форми що характеризуються 

прямолінійними твірними. Серед таких форм виокремлюють два типи 

поверхонь, які утворені двома класами прямих: це гіперболічний параболоїд 

(гіпар), що має форму сідла й гіперболоїд обертання. Площини, яки 

торкаються цих поверхонь (є дотичними), є різними у різних точках твірної; 

Гіперболічні поверхні є поверхнями, які не розгортаються або, інакше − 

косими лінійчатими поверхнями. 

 Поверхня оболонки за гіперболічною формою утворюється 

переміщенням (трансляцією) прямої  (твірної), яка є паралельною площині 

 уздовж двох прямих  та  що не є аралельними та не перетинаються 

(рис.4.2). Перетин цієї поверхні площиною є парабола, яка обернена 

випуклістю вгору. Перетин цієї поерхні площиною  є парабола, яка 

обернена опуклістю униз. Будь-яка площина, яка  паралельна площині  в 

перетині з поверхнею є гіперболою. Отже, гіпар, таким чином, явяє собою 

коноїд особливого виду.  

 

Подвійна природа гіпару обумовлюється способами його утворення, що 

наведені вище, які наведені нижче. 

 Одним із різновидів гіпарів є сідлоподібна оболонка (рис. 4.3, а та рис. 

4.4). Вона обмежена чотирма лініями головних кривин. Дві групи  твірних її 

поверхні проектуються на площину плану у вигляді двох груп (сімейств) 
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паралельних прямих. Сідлоподібні оболонки типу гіпар характеризуються 

тим, що відношення стріл підйому їх контурних ліній та відношення сторін 

мають значення  й т.д. При таких співвідношеннях перерізуючі 

зусилля на конурі є відсутнми, а в самій товщі  оболонки виникають постійні 

по довжині нормальні зусилля. 

 Перевага сідлоподібних гіпарів полягає в тому, що опалубку 

вдаштовують досить просто не зважаючти на  пдвійну кривину оболонки. 

Опалубку влаштовують із прямих дошок, що вкладені вздовж одного із 

сімейств прямолінійних твірних. 

Окрім того, що поверхня гіперболічного параболоїду може бути 

створена трансляцією прямої, що є твірною, по двом направляющим, що 

розташовані навхрест (рис. 4.3, б), вона утворюється також ковзанням 

(перенесенням) твірної параболи по параболі, що є направляючою. Параболи 

при цьому повинні бути різних направлень – опуклого та випуклого (рис. 4.3, 

а). 

Найбільш простий та найбільш поширений, зокрема в будівельній 

практиці, метод утворення поверхні гіпарболічного параболоїду – зсув по 

вертикалі одного або двох кутів плоского чотирикутника. Внаслідок цього 

плоский чотирикутник стає просторовим, тобто зазнає викривлення (рис. 4.3, 

в). Часто фрагмент гіпарболічного параболоїду, що характеризується 

прямолінійними контурами, називають скрученим прямокутником  у вигляді 

ромбу чи паралелограму. Форму скрученого прямокутника можна одержати 

також, якщо один бік цього плоского прямокутника повернути на кут φ по 

відношенню до його площини, зафіксувавши протилежний бік (рис. 4.3, г). У 

залежності від величини кута φ утворюється більша або менша кривина 

поверхні. 

Наведені приклади утворення поверхні гіпару вказують на його 

подвійну природу - він одночасно є і лінійчатою поверхнею, і поверхнею 

переносу. Звідси вихоить факт, що поверзня гіпару характеризується 

направляючими двох родів –криволінійні параболічні та прямі. Будь-яка точка 



поверхні гіпару є  точкою перетину двох парабол й двох прямих, які належать 

поверхні. Важливо вказати на  взаємне розташування твірних поверхні обох 

типів  – парабол та прямих.  

Із рис. 4.4 видно, що напрямки параболічних й прямолінійних твірних 

перетинаються під певним кутом кутом 2/ . Отже, параболічні твірні 

пролягають по діагоналям ячейок сітки, яка створена двома типами 

прямолінійних твірних. Таке взаєморозміщення твірних двох видів 

обгрунтовує специфіку статичної роботи гіпару. 

Так як гіпар є поверхнею переносу, то будь-який перетин його 

площинами, що паралельні площинам   являє собою конгруентні параболи. 

Пертинаючі поверхню гіпару горизонтальними площинами, що паралельні 

площині  отримуємо гіперболи (рис. 4.5). Звідси й походить  назва 

поверхні – «гіперболічний параболоїд».  

 Однією з головних й важливих позитивних властивостей поверхні 

гіпару є те, що в кожній точні поверхні не виникає кручення від зовнішнього 

навантаження. відсутність  кручення (у кожній точці поверхні має місце 

змішана похідна ). Це  істотно полегнує полегшує розрахунок такого 

типу поверхонь. 

При ефективному виборі відповідної геометрії поверхні гіпару, 

характеризуються досить високою несучою здатністю. Кривина поверхні  

різного знаку обумовлює кривиною різного знаку у двох напрямках, що є 

взаємноперпендикулярними. В оболонці типу гіпар виникають зусилля стиску 

за  напрямом  парабол, що  обернені гілками вниз  й сили розтягу  виникають  

у напрямку парабол, що обернені гілками вгору (рис. 4.3,  рис. 4.2) 

За дії рівномірно розподіленого навантаження по поверхні оболонки 

нормальні (перпендикулярні) зусилля, які діють  вздовж її твірних, 

характеризуються постійністю по їх довжині. Це означає, що поперечне 

навантаження на контурі оболонки є відсутнім та контур завантажено тільки 



погонними силами зсуву. Отже, нормальні головні зусилля виникають в 

перетинах оболонки, та які розташовані під кутом 45º відносно твірних. 

Для сприйняття зусиль зсуву по контуру гіперболічної поверхні 

улаштовуються бортові елементи або ребра.  В них, в залежності від взаємного 

розташування оболонок в покритті можуть з'являтися зусилля стиску чи  

зусилля розтягу. 

 

 

 

 



 

 

Форми  обонок за типом гіпар досить легко втілити в життя, а принципи 

статичної роботи є досить нескладними. Особливостями оболонок є те, що 

вона не здатна сприймати суттєвих вертикальних навантажень, які прикладено 

до її країв. Сюди потрібно враховувати й навантажень від власної ваги 

бортових елементів. Необхідно звертати значну увагу на розрахунок й на 

конструювання бортових елементів та їх стикування з оболонкою.  

 Несиметричні навантаження на оболонку, що є також можливими,  

можуть викликати неврівноважені зусилля у бортових елементах.  В такому 

випадку рівновага оболонки взагалі, як цілісної жорсткої системи, є можливою 

лише завдячуючи тільки розвитку деформацій вигину. Як свідчить практика, 

у більшості випадків достатнім є розрахунок оболонок типу гіпарів згідно 

безмоментній теорії. Вона придатна  для досить жорстких оболонок за 

 



невеликих прольотів. Існують такі форми поверхонь гіпарів, що потребують 

врахування моментів  вигину.  

Зважаючи на  багатоманітність форм оболонок не є можливим надання 

універсальних рекомендації стосовно їх розрахунку. Парм надає  вказівки 

відносно того, що моментами вигину можна нехтувати, у випадку коли  

відношення висоти підйому оболонки до довжини її сторони у плані більше 

ніж 0,2. 

4.3. Відомості щодо складених в плані гіперболічних оболонок   

Оболонки від’ємної Гаусової кривини, що є складеними на квадратному 

чи прямокутному плані,  можуть бути застосовані  для будівель із 

прямокутним планом із співвідношенням сторін . Оболонками, 

що є складеними,  перекриваються прольоти від   Класифікують 

оболонки: пологі із стрілою підйому від  прольоту та вспарушені 

(непологі) оболонки із стрілою підйому  від  прольоту. 

Конструктивно оболонка містить такі конструктиви: шкаралупа (власне тонка 

облонка),  бортові елементи (криволінійні чи прямолінійні балки), на які 

спирається оболонка. Висота перерізу бортового елемента оболонки 

приймається у межах від  прольоту. Це залежить від умов 

спирання конструкції й величини прольоту. Бортові елементи обпираються на 

діафрагми, у вигляді ферм, балок. Бортові елементи також можуть спиратися 

на колони чи  суцільні стіни, рис. 4.6.  



 

     

           У випадку спирання  контурних елементів на залізобетонні колони, 

розміри поперечного перетину колон забезпечувати їх гнучкість відносно 

будь-якої вісі (гнучкість λ ≤120). Для колон із прямокутним перерізом така 

умова забезпечується, коли ширина колони визначається за формулою: 

 

де: − ширина перетину колони;  −висота колони. 

Товщина оболонок призначається в границях  від прольоту 

гіпарболічної оболонки, але, за конструктивними вимогами, повинна бути  не 

меншою  40 мм.  При прольоті гіпару більше  є можливим влаштування 

ребер із висотою перерізу від . Ширину ребер прийнято в 

межах від   до  їх висоти перерізу. В місцях стикуванн оболонки з 

бортовими елементами треба  передбачити збільшення товщини оболонки у 

  для розташування другого ряду арматурних стержнів. Ці стержні 

(4.2) 



призначені для сприйняття приопорних моментів вигину. Такі з’єднання слід 

виконувати гладкими й на ширині не менше 10-ти товщин оболонки від 

бортового елементу.  

Розглядаючі статичну роботу можна вважати, що опуклі параболи 

працюють подібно до арок  на стиск, а зони, що є увігнутими, працюють на 

розтягування подібно до гнучких ниток. Стиснуті зони перевіряють на 

стійкість. 

Стійкість оболонки вважають забезпеченою, коли середня інтенсивність 

розподіленого навантаження  не є більшою за її критичне  значення  

  

де:  – початковий модуль пружності бетону;  – товщина оболонки;  – 

середній радіус кривизни головної опуклої параболи оболонки (вздовж 

діагоналі основи), обраховуютьтся за співвідношенням: 

 

де: – стріла підйому опуклої  параболи оболонки, що визначається у 

середині діагоналі гіпару;  – довжина діагоналі основи гіпару. 

Лінії стикування оболонок на плані називаються лініями коньків. У 

залежності від кута нахилу їх та ухилу ліній зовнішнього контуру 

утворюються оригінальні й  різноманітні конструктивні схеми. За контуру такі  

оболонки, як правило, обпираються на жорсткі ферми, чи на балки, чи на 

стійки фахверку. Впродовж  ліній коньку розміщено балки відносно малої 

жорсткості.  Таким чином, спирання указаних оболонок  по зовнішньому 

периметру (контуру) приближено розглядається як на абсолютно жорсткі 

конструкції у своїй площині  й  ідеально гнучкі із площини. Обпирання 

оболонок уздовж ліній конька  розглядається як  обпирання на пружні балки. 

Покриття  в вигляді гіпарболічнних параболоїдів переважно є пологими. На 

загальний напружений стан таких  оболонок суттєво впливають  прогини 

балок конька. Отже,  для розрахунку систем з чотирьох облонок  на 

(4.3) 

(4.4) 



прямокутному плані  враховують кути  та  під якими вони стикуються.  

Отже має місце врахування переломів поверхні по лініям коньків як для 

непологих оболонок. 

Матеріал для проектування облонок приймають: бетон класів С 16/20 та 

вище, проволочна та стержнева арматура. Для армування поля оболонки 

застосоують  проволочну арматуру класу  діаметром . 

Проволочна арматура  влаштовується з кроком  Арматурні 

стрижні можуть розміщуватися як паралельно бокам основи, так й вздовж 

діагоналей основи (рис. 4.7).    

 

 

  



РОЗДІЛ 5  

 РОЗРАХУНКОВІ МОДЕЛІ ГІПЕРБОЛІЧНИХ ОБОЛОНОК 

5.1 Моделі поверхонь, що досліджуються 

Складені оболонки від’ємної гаусової кривизни, можуть бути 

застосовані для будівель з планом в вигляді прямокутника із співвідношенням 

сторін від  

Оболонки, які прийнто до  дослідження, формоутворені за двома 

схемами, наведеними на рис. 5.1 

 

       

 

Розглянемо розрахунок двох типів складених оболонок під умовними 

назвами: «шатер» (складова оболонка з горизонтально розташованими 

коньками) − рис.5.5 та рис.5.6, «гриб» − рис. 5.3 та рис. 5.4 (оболонка з 

горизонтальним зовнішнім контуром і з опорою на одну центральну колону). 

За першим типом поверхні (рис. 5.1, а) в ПК Ліра-САПР 2024 було 

створено дві моделі: схема №1 – «гіпар-грибок» (рис.5.3) та схема №2 – «гіпар-

грибок з похилими стійками» (рис.5.4). Це оболонки, що характеризуються 

горизонтальним зовнішнім контуром й з опиранням на одну чи декілька  

центральних  колон.  

б) 
а) 

в) 

 



За другим типом поверхні (рис. 5.1, б) було створено модель №3 − гіпар 

– «шатер», кінці якого спираються на торцеві діафрагми жорсткості (ферми) – 

рис. 5.5  та схему №4 − гіпар – «шатер з підкосами», що спирається в чотирьох 

опорних точках на стійки, посилені два підкосами (рис.5.6). 

Моделі поверхонь, що прийняті до розрахунку, наведено в табл. 5.1. 

 

 
 

5.2 Геометрія  поверхонь та їх конструктивне вирішення 

Поверхня складених оболонок (табл.5.1) складається з чотирьох 

зчленованих на квадратному плані базових гіпарів, за лініями стиків яких 



улаштовуються бортові елементи у вигляді прямих балок. Розміри поверхонь 

на прямокутному плані є однаковими, а саме: .Тобто 

розміри в плані  поверхні становлять .  

Серединна поверхня гіпару, що є базови, − ¼ всієї оболонки, в 

координатах, представлених на рис. 5.2 виражається рівнянням: 

 (5.1) 

де:  − стріла підйому;   − розміри сторін прямокутної основи 

гіпару, що є базовим,  відповідно за  напрямками   

  

 

 
 

5.2.1 Конструктивне вирішення оболонок за схемами №1 та №2 та 

перевірка їх стійкості 

В якості базової приймаємо оболонку на квадратному плані, зі стороною 

 рис.5.1, а. Приймаємо геометричні параметри базового гіпару:  

 висота контурних елементів

 см; ширину зовнішніх контурних елементів з 



конструктивних міркувань приймаємо рівній висоті  а ширину 

внутрішніх контурних елементів  товщина середньої частини 

оболонки  приймаємо . 

Опорну колону приймаємо перерізом 50 ×50 см для схем №1 та №2. 

Форма серединної поверхні базової оболонки буде описуватися 

співвідношенням (5.1):  

 

 

5.2.1.1 Перевірка стійкості оболонок типу «гриб» 

Перевіримо стійкість оболонки за співвідношенням (4.3). 

Згідно обчислень за  табл. 5.6 повне  розрахункове навантаження на оболонку: 

Стійкість забезпечена. 

Товщина оболонки в місці примикання до бортового елементу на ширині 

1,0 м плавно змінюється від  (для звичайно елементної схеми: в 

смузі 0,5 м від контурного елемента − 

, див. рис.5.3. 

 

 



5.2.2 Конструктивне вирішення оболонок за схемами №3 та  

№ 4 та перевірка їх стійкості 

В якості базової приймаємо оболонку на квадратному плані, зі 

стороною  рис.5.1, б. 

Висота опорних колон 4,0 м. В якості діафрагм приймаємо металеві 

ферми, в яких верхнім поясом є бортовий елемент оболонки. Довжину 

панелі ферми приймаємо рівною 3 м. У якості нижнього поясу приймаємо 

прямокутні труби перетином  для решітки 

використовуємо такі ж труби квадратного перетину  

 Збірку схеми виконуємо в препроцесорів САПФІР, а розрахунок і 

конструювання в програмному комплексі «ЛІРА-САПР». В якості базової 

приймаємо оболонку на квадратному плані, зі стороною  

Приймаємо геометричні параметри базового гіпару: 

висоту контурного елемента  ширину 

контурного елементу з конструктивних міркувань приймаємо рівною 

висоті  товщина середньої частини оболонки 

 приймаємо  Форма серединної поверхні базової оболонки 

буде описуватися співвідношенням (5.1): 

 

5.2.2.1 Перевірка стійкості оболонок типу «шатер» 

Перевіримо стійкість оболонки за співвідношенням (5.2). 

Обчислимо середній радіус кривизни головної опуклої параболи: 

 

Обчислюємо стрілу підйому головної опуклої параболи базового 

гіпару. Максимальна стріла підйому fp знаходиться в точці з 

координатами х = α/2, y = b/2. За співвідношенням (4.4) знаходимо: 

 

 Обчислюємо критичне навантаження: 

 



Повне розрахункове навантаження на оболонку: 

 

Стійкість оболонки не забезпечена. Збільшуємо товщину 

оболонки до t = 7 см.  

Перераховуємо повне  розрахункове навантаження на оболонку: 

 

 

Висновок: стійкість забезпечена.  

Товщина оболонки в місці примикання до бортового елементу на 

ширині 1,0 м плавно змінюється від  (для скінченоелементної 

схеми: в смузі 0,5 м від контурного елемента −  до 1 

м − 9 см), рис. 5.3. 

          На рис. 5.3−5.4 наведено кінцевоелементні та просторові схеми 

оболонок  за першим типом поверхі  − поверхні типу «гриб». 

  



 

 



 

 

 

 

На рис. 5.5−5.6 наведено скінченоелементну та просторові схеми 

оболонок за першим типом поверхі − поверхні типу «шатер». 



 

 

 

 



  

 



 

 

5.3 Матеріал для оболонок 

Характеристики матеріалу оболонок прийняті наступними: важкий бетон 

класу 

). 

Для власне оболонки приймаємо дротяну арматуру класу 

 для бортових елементів і колон арматуру класу  

 

1. 5.4 Жорсткісні характеристики елементів схем 

Всі основні конструктивні елементи оболонок оболонок (середні ребра 

жорсткості, контурна бортова балка) для всіх чотирьох схем мають однакові 

характеристики жорсткості та однакові розміри (табл.5.2−5.5). Товщина поля 

оболонки є змінною й складає від 7,0  до 11,0 см. Розподіл товщини оболонки 

по її площі наведено на рис.5.7. 



 

 

 

В таблицях 5.2−5.5 наведено характеристики жорсткості для 

кінцевоелементних схем за рис. 5.3−5.6. 



 

 

 



Таблиця 5.4 Характеристики жорсткостей конструктивних елементів 

оболонки типу гіпар –«шатер» (схема №3) 

 

 



 

5.5 Навантаження на оболонки  

Навантаження приймаємо за даними таблиці 5.6. В якості основного 

сполучення навантажень (РСН1) приймаємо власну вагу з/б оболонки, вагу 

покрівлі та снігове навантаження на все поле оболонки. 

 Визначення головних напружень, що характеризують НДС оболонки 

будемо виконувати від РСН 1. 

 



 
 

РОЗДІЛ 6 

РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЛОВОГО ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНО-

ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ  ОБОЛОНОК 

 

6.1 Головні напруження в тонкостінній оболонці 

Визначимо головні напруження стиску та розтягу від основного 

поєднання навантажень  (власна вага конструкції+вага покрівлі+сніг на 

все поле оболонки). 

Епюри ізополів головних напружень  наведено на рис.6.1−6.4 

 

 



 

 



 

 

 



 

 



 

 

Аналізуючи ізополя головних напружень можна зробити висновки, що 

найменші напруження, як стиску, так і розтягу, виникають в схемі №3. На рис. 

6.5 наведено графік розподілу максимальних нормальних напружень для всіх 

схем оболонок. 

 



Розподіл головних  напружень розтягу (стиску) в діагональному перерізі 

¼ оболонки ( за рис.6.7) для всіх моделей оболонок наведено на рис. 6.6. 

 

 

 

 

 



 

 

6.2 Підбір армування поля оболонки 

Як видно з графіків на рис. 6.5 та 6.6 головні напруження стиску  не 

перевищують розрахункових опорів бетону на стиск  

 але головні напруження розтягу в декілька разів перевищують 

розрахунковий  опір бетону на розтяг  

Тому за величинами  головних напружень розтягу за нормами [2] з 

використанням модуля Ларм-САПР 2024 була підібрана  робоча арматура для 

чотирьох моделей оболонок, що досліджуються. 

Результати армування за головними напруженнями розтягу наведено на 

рис. 6.8 – 6.15.    



 

  

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 

 



 

 

 



 

 

 



 

 



 

 

 

Максимальна площа армування нижньою та верхньою арматурою поля 

оболонки  на 1 м.п. для розрахункових моделей наведена в табл. 6.1. 

 

 

 



 

Графічне зображення даних за табл. 6.1 наведено на рис. 6.16-6.17. 

 

 

 



Як видно із графіків на рис. 6.15−6.16 найбільших витрат арматурної 

сталі потребує оболонка за схемою №4, оскільки напруження розтягу в ній є 

максимальними й виникають за обома напрямками дії головних напружень N1 

та . Найменшої інтенсивності армування, а значить і витрат арматурної 

сталі, потребує оболонка за схемою №3. В цій оболонці за напрямками дії 

головних напружень  розтягуючі напруження відсутні, в цьому напрямку 

оболонка працює лише на стиск. 

 

6.3 Деформативність оболонок 

На рис.6.18 − 6.21 наведено мозаїки переміщень вузлів оболонки вздовж 

осі Z. 

 

 



 

 

 

 



 

 

На рис. 6.22 наведено максимальні значення переміщень вузлів 

конструкцій (зокрема вертикальних прогинів по осі Z).  

За [4] обчислимо величину максимально допустимого прогину 

конструкції: 

 

де 𝑙− проліт оболонки. 

В цілому всі величини максимальних вертикальних прогинів 

знаходяться в допустимих межах [4] для оболонок за схемами 1−3. Але, 

максимальне переміщення по вертикалі для схеми № 4 перевищує 

максимально допустиме в 2,0 рази (рис.6.22, в  та 6.23). 

Слід зазначити (рис.6.22 та рис.6.23), що для обох типів оболонок типу 

«гриб» вертикальні погини конструкції є майже однаковими, тобто наявність 

додаткових опорних колон ніяк не впливає на збільшення жорсткості 

конструкції в цілому.  

Найменші переміщення виникають в схемі №3, в гіпарі типу «шатер», 

що має торцеві діафрагми жорсткості у вигляді ферм із профілів типу 

«Молодечно». Найбільші вертикальні прогини мають місце в схемі №4 –схемі 



шатрового типу, що спирається в кутах на стійки з підкосами. Але, очевидно, 

не підсилення країв конструкції значним чином збільшує деформативність 

оболонок типу «шатер з підкосами». 

 

На рис. 6.22 наведено максильні значення переміщень вузлів за даними 

мозаїк переміщень за рис.6.18−6.21. 

 



 

 

На рис. 6.23 наведено графік вертикальних прогинів в діагональному 

перерізі на ¼ поля оболонок. 



 
 

Із рис. 6.23 видно, що найбільш менші та рівномірно розподілені 

вертикальні прогини притаманні оболонці за схемою №3, а найбільші 

прогини, що перевищують максимально допустимі  в 2,0 рази виникають в 

оболонці за схемою №4. 

 

РОЗДІЛ 7 

ВИСНОВКИ 

1.Складені на квадратному плані  оболонки типу гіпарів з  прямолінійними 

краями, що збігаються з твірними поверхні, є архітектурно виразними та 

ефективними з точки зору статичної роботи конструкціями. 

2. Прийнято до аналізу чотири оболонки гіперболічного типу на  квадратному 

плані  за формою «гриб» та формою «шатер». Базова поверхня 

гіпар для всіх моделей є однаковою та описується формулою  

 Лише з'єднання під різними кутами 

базового гіпару (що являє собою ¼ всієї поверхні оболонки) створює різні за 

характером роботи складені гіперболічні поверхні. 



3. Опуклі твірні параболи оболонки працюють подібно аркам на стиск, а 

увігнуті зони − на розтягнення подібно гнучким ниткам, тому було перевірено 

стиснуті зони оболонки на стійкість. Перевірка стійкості оболонок типу 

«гриб» (схема №1 та №2) показала, що їх стійкість забезпечена. Перевірка 

стійкості оболонок типу «шатер» при мінімальній товщині стиснутої зони в 5 

см виявилися не достатньо, але при збільшенні цієї товщини до 7 см умова 

стійкості виконалася. 

4. За результатами статичного розрахунку від розрахункового сполучення 

навантажень (власна вага залізобетонної оболонки, покрівля, сніг на все поле)  

чотирьох моделей були отримані наступні висновки: 

4.1 Головні напруження як стиску, так і розтягу, що обумовлюють 

конструктивне вирішення тонкостінної оболонки, розподілені по її полю 

плавно. 

4.2 Головні напруження стиску для усіх моделей не перевищують 

розрахунковий опір бетону на стиск  Найбільші 

стискаючі головні напруження виникають за напрямком головних напружень 

N3  в  схемах оболонок №1 («гриб») та №4 («шатер з  підкосами») та 

дорівнюють відповідно  В оболонці за схемою № 2 

(«гриб з похилими стійками» максимальні напруження стиску є меншими в 2 

рази за розрахунковий опір бетону на  стиск. 

4.3 У всіх розрахункових моделях, окрім моделі №3, за напрямком головних 

напружень розтягу N3 виникають розтягуючі напруження. За цим напрямком 

оболонка за схемою №3 є повністю стиснутою, головні напруження  розтягу в 

ній відсутні. 

Величини цих напружень розтягу не перевищують допустимого 

розрахункового опору бетону класу  на  розтяг 

для оболонок за схемами №1 та №2, але для оболонки за схемою №4 вони 

становлять 415 т/м2 та перевищують опір бетону на розтяг в 4 рази. 

4.4 За напрямком головних напружень  всі оболонки зазнають 

напружень розтягу, які перевищують в декілька разів розрахунковий опір 



бетону на розтяг. Так для схем №1 та №2  ці напруження перевищують опір 

бетону на розтяг у 8 разів, а для схеми №4-в 15,8 раза. Найменші напруження 

розтягу виникають в оболонці №3, де таке перевищення складає 2,3 раза. 

4.5 Отже, проаналізувавши величини головних  напружень розтягу та 

стиску, можна зробити висновок, що найбільш раціональною з точки зору 

виникнення та розподілу головних напружень розтягу є оболонка за схемою 

№3. Очевидно, що наявність  торцевих діафрагм жорсткості у вигляді сталевих 

ферм значним чином зменшує в тілі оболонки як напруження стиску, так, що 

головне,  і напруження розтягу. Найменші за модулем і такі, що діють лише за 

одним напрямком головних напружень, напруження розтягу дозволяють 

суттєво зекономити арматуру при армуванні поля оболонки. 

5. За величинами  головних напружень розтягу за нормами [2] з використанням 

модуля Ларм-САПР 2024 були обчислені площі нижньої та верхньої арматури  

на 1 м.п. з урахуванням тріщиностійкості 

5.1 Як по осі  , так і по осі  площі нижньої та верхньої арматури на 

1м.п. для схем №1 та №2  є однаковими та максимальне їх значення  становить 

 Для схеми №3 такі максимальні значення площі арматури є 

найменшими  та становлять  

Найбільші максимальні значення площі верхньої та нижньої арматури за 

напрямками Х та У мають місце для схеми № 4 та становлять  

Такі дані щодо витрат арматури вказують на  шатрову оболонку за 

схемою №3 як на найбільш ефективну. 

6. Деформативність у вертикальному напрямку  для оболонок за схемами 

№№1−3 є в допустимих межах та не перевищує гранично допустимого 

значення, а для схеми №4 максимальний прогин від навантаження є  в 2 рази 

більшим за гранично допустимий. 

7. За критерієм найменших  головних  напружень, найменших 

вертикальних прогинів та  найменших витрат арматурної сталі найбільш 

ефективним  є гіперболічний параболоїд шатрового типу (схема №3), а 



найбільш не  раціональною з точки зору роботи та конструювання є поверхня 

оболонки за схемою № 4- шатер з підкосами. 
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НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ
СТАН ГІПЕРБОЛІЧНОЇ ОБОЛОНКИ
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Сумський національний аграрний університет
Кафедра будівельних конструкцій



Актуальність теми

■ Сучасні системи автоматизованого проектування й програми
кінцевоелементного аналізу (ArchiCAD, AutoCAD, Компас,
Ліра, MicroFe, ANSYS й інші) дозволяють легко побудувати
образ-модель конструкції, що проектується, виконати її
статичний і конструктивний розрахунки і розробити проектну
документацію

■ Раціональної статичної роботи тонкостінної конструкції з
криволінійною поверхнею другого порядку можна досягти
шляхом оптимізації форми поверхні, оскільки «несуча
здатність конструкції є функцією її геометричної форми»

■ Тому дослідження  напружено-деформованого стану оболонок
подвійної відємної гаусової кривини є актуальною задачею.



Мета роботи:
Дослідження  напружено-деформованого стану
декількох моделей тонкостінних залізобетонних
оболонок, що являють собою скомпоновані на
квадратному плані гіперболічні поверхні.
Геометричні параметри оболонок (товщина, розміри в
плані, стріла підйому) є однаковими.
Різниця полягає лише у способі компонування окремих
фрагментів гіперболічної поверхні на квадратному
плані.
Від формоутворення (способу компонування) і
залежить напружено-деформований стан оболонки.



Задачі дослідження

■ ознайомлення з формоутворенням  поверхні типу
гіперболічний параболоїд;

■ вивчення особливостей та принципів статичної роботи
поверхні, що не розгортається – поверхні гіперболічного
параболоїду;

■ створення за допомогою методу кінцевих елементів
декількох розрахункових моделей  хвилястих конгруентних
гіпарів, що утворюють  поверхні за формою «гриб» та
«шатер»;

■ виконання статичного розрахунку в ПК ЛИРА-САПР обраних
чотирьох  варіантів конструкцій;

■ аналіз результатів статичного розрахунку та вибір найбільш
ефективної форми складених  гіпарів за  оцінкою їх
напружено-деформованого стану



■ Об'єкт дослідження –тонкостінні залізобетонні
складені з однакових фрагментів на квадратному
плані гіперболічні оболонки..

■ Предмет дослідження – напружено-
деформований стан, що виникає в тонкостінних
залізобетонних складених з однакових фрагментів
на квадратному плані гіперболічних оболонках.

■ Методи дослідження – метод комп’ютерного
моделювання конструкцій із застосуванням
програмних комплексів, що реалізують метод
кінцевих елементів (ПК ЛІРА-САПР 2024).



■ Результати досліджень дозволяють визначити з декількох
можливих форм тонкостінних залізобетонних
гіперболічних оболонок більш раціональну з точки зору
статичної роботи поверхню.

Практичне значення отриманих
результатів



Загальні відомості щодо гіперболічних
поверхонь

■ Гіперболічним параболоїдом називається поверхня, яка визначається в деякій
прямокутній системі координат Oxyz канонічним рівнянням

࢞ଶ

ଶࢇ −
࢟ଶ

ଶ࢈ = 2 · ࢠ

ࢇ і ࢈ − додатні параметри, що характеризують параболоїди.

Рис.1. Перерізи гіперболічного
параболоїду (а); параболічні
твірні гіперболічного параболоїду
(б); прямолінійні твірні
гіперболічного параболоїду (в)



■ Поверхня оболонки за формою гіпару утворюється переміщенням прямої АВ
(твірної), що паралельна площині Х0Z, вздовж двох непаралельних та прямих ВС
та АD, що не перетинаються (рис. 2). Перетин цієї поверхні площиною ОZAC
являє собою параболу, що обернена випуклістю вверх, а перетин площиною
ОZBD  – параболу, що обернена випуклістю вниз. Будь-яка площина, що є
паралельною площині ОХУ, дає в перетині з поверхнею гіперболу.

Рис.3 Утворення
поверхні гіпару

ковзанням
параболи по

параболі

Поверхня гіпару може бути утворена також
плоскопаралельним переміщенням твірної
ппараболи по параболі, що є направляючою

Рис.2 Утворення поверхні гіпару
плоскопаралельним переміщенням твірної
прямої по двом направляючим, що лежать

навхрест



Таким чином, природа гіпару є подвійною.
Його поверхня є одночасно системою
прямолінійних та криволінійних твірних

Для оболонок, що зводяться в
монолітному залізобетоні, найбільш
зручними є геометричні форми з
прямолінійними твірними.



Складені оболонки типу гіпар
■ Складені оболонки від’ємної гаусової кривини (складові гіпару), можуть

застосовуватися для будівель з планом у вигляді прямокутника з
співвідношенням сторін від 1:1 до 1:2.

Шатровий гіпар зі
спиранням на ферми

Шатровий гіпар зі
спиранням на колони
чи стіни

Шатровий гіпар з
опертям в спадаючих
кутах на фундамент

Гіпар типу грибок

Гіпар типу квітка



Поверхні, що прийняті до розгляду

Рис. Схеми гіперболічних
складених оболонок на
прямокутному плані:
поверхня типу «гриб» −а;
поверхня типу «шатер» −
б,в

«гриб»

«шатер»

«шатер»



Таблиця 1. Гіперболічні оболонки, які досліджуються
Розміри в

плані, мПросторова модель поверхні№ схеми  та її назва
Тип гіперболічної

поверхні

24×24

1

Гіпар-«гриб», що спирається

на одну колону«Гриб»
24×24

2

Гіпар-«гриб», що спирається

на чотири похилих колони

24×24

3

Гіпар- «шатер»
«Шатер»

24×24

4

Гіпар-«шатер» з підкосами



Для всіх чотирьох оболонок прийнято базовий гіперболічний
параболоїд розміром 12х12 м (1/4 поля оболонки)

Рис. 1. Базовий гіперболоїд
для поверхонь типу грибок

(схема №1 та схема №2)

Рис. 2. Базовий гіперболоїд
для поверхні гіпар-»шатер»

(схема №3)

Рис. 3. Базовий гіперболоїд для
поверхні гіпар-»шатер» з підкосами

(схема №4)

Серединна поверхня базового гіпару (чверті оболонки), в координатах, представлених на рис. 1
виражається рівнянням:

Z = f x y / (α b)

ࢠ = ૝࢞࢟/(૚૛૛) =xy/36
де: f − стріла підйому; α і b −розміри сторін прямокутної основи базового гіпару, відповідно за

напрямками X і Y.



Кінцевоелементні розрахункові схеми

Рис Прострова модель  оболонки

(«гіпар-гриб») (а); ¼  фрагменту

просторової моделі (б)   та

кінцевоелементна схема №1 (в)

а) б)

в)



Рис Прострова модель  оболонки «гіпар-гриб  з похилими

стійками» (а); ¼  фрагменту просторової моделі - (б)   та

кінцевоелементна схема №2 -(в)

а)

б)
в)



Рис. Просторова модель  оболонки
(«гіпар-шатер») (а); ¼  фрагменту

просторової моделі- (б)   та
кінцевоелементна схема №2 - (в)

в)

б)



в)

б)

Рис. Просторова модель оболонки типу
(«гіпар з підкосами» (а)»; ¼  фрагменту

просторової моделі (б)  та
кінцевоелементна схема №4 (в)



Матеріал для оболонок

■ Характеристики матеріалу оболонок прийняті наступними:
важкий бетон класу С 20/25 (Ecd=23,0 ГПа , fcd=14,5 МПа=
1478,08 т/м2 , fctd=1,0 МПа=101,9 т/м2).

■ Для власне оболонки приймаємо дротяну арматуру класу В400,
fyd=410 МПа, для бортових елементів і колон арматуру класу
А400, fyd = 365 МПа



ЖОРСТКІСНІ  ПАРАМЕТРИ КІНЦЕВИХ
ЕЛЕМЕНТІВ

Товщина поля оболонки є змінною й
складає від 7,0  до 11,0 см.



,Rߤ

т/м3

Е, т/м2Попереч
ний
переріз,
см

Назва елементу

0,22,53,06·1067,9,11Тонкостінна оболонка

змінної товщини
0,22,53,06·10630×30Бортовий контурний

елемент
0,22,53,06·10650×30Конькові балки (середні)
0,22,53,06·10650×50Колона

Таблиця 1 Характеристики жорсткостей
конструктивних елементів оболонки типу

гіпар-гриб (схема №1)

,Rߤ т/м3Е, т/м2Поперечний

переріз, см

Назва елементу

0,22,53,06·1067,9,11Тонкостінна оболонка

змінної товщини
0,22,53,06·10630×30Бортовий контурний

елемент
0,22,53,06·10650×30Конькові балки

(середні)
0,22,53,06·10650×50Колона

0,22,53,06·10650×50Похилі стійки

Таблиця 2 Характеристики жорсткостей
конструктивних елементів оболонки типу гіпар-
«гриб» на чотирьох похилих колонах (схема №2)



,Rߤ

т/м3

Е, т/м2Поперечний

переріз, см

Назва елементу

0,22,53,06·1067,9,11Тонкостінна оболонка

змінної товщини

0,22,53,06·10630×30Бортові контурні балки

0,22,53,06·10630×30Конькові балки (середні)

0,22,53,06·10650×50Колони

0,32,53,06·106Профіль «Молодечно»

240×160×8

Ніжній пояс ферм

0,37,852,1·107Профіль «Молодечно»

160×160×8

Стійки ферм

0,37,852,1·107Профіль «Молодечно»

160×160×8

Розкоси ферм

Таблиця 3.Характеристики жорсткостей конструктивних
елементів оболонки типу гіпар –«шатер»

(схема №3)

,Rߤ

т/м3

Е, т/м2Поперечний

переріз, см

Назва елементу

0,22,53,06·1067,9,11Тонкостінна оболонка

змінної товщини

0,22,53,06·10630×30Бортові контурні балки

0,22,53,06·10650×30Конькові балки (середні)

0,22,53,06·10650×50Вертикальні стійки

0,22,550×5050×50Підкоси

Таблиця 4.Характеристики жорсткостей конструктивних
елементів оболонки типу гіпар –«шатер з підкосами»

(схема №4)



НАВАНТАЖЕННЯ
В якості основного сполучення

навантажень (РСН1) приймаємо власну
вагу з/б оболонки, вагу покрівлі та
снігове навантаження на все поле
оболонки.

Визначення головних напружень,
що характеризують НДС оболонки
будемо виконувати від РСН 1.

Розрахункове
Значення

навантаження
(Н/м2)

Коефіцієнт
надійності  за

навантаженням
௙ߛ

Характер
истичне

Значення
навантаж

ення,
(Н/м2)

Назва елементів
конструкції

№

з/п

I. Постійне навантаження

1301,3100

Покрівля з м’яких рулонних
матеріалів

1.

2601,3200

Вирівнюючий шар із шпатлівки
по армованій пластмасовій сітці
t=1,0 см, ߩ = 2000 Н/м3

2.

1041,380

Утеплювач із піноплексу t=10,0
см на клею ߩ = 800 Н/м3

3.

131,310Пароізоляція4.

Враховується автоматично при роботі

комплексу ЛІРА-САПР

Власна вага залізобетонної
оболонки t=5,0 см, ߩ = 25000
Н/м3, gнор=1250 Н/м2 ,
gpac=1375 Н/м2

5.

5071,3390Всього постійне:
I. Тимчасове (снігове) навантаження

1867,321,141638,3м. Суми6.

Таблиця .Навантаження на 1 м2 поверхні оболонки



Перевірка стійкості поверхонь
■ З точки зору статичної роботи можна припустити, що опуклі параболи оболонки працюють

подібно аркам на стиск, а увігнуті зони − на розтягнення подібно гнучким ниткам.

■ Стиснуті  зони оболонки необхідно перевірити на стійкість.

Стійкість оболонки вважається забезпеченою, якщо
середня інтенсивність розподіленого навантаження qav
не перевищує її критичного значення qcr.

де: Eb – початковий модуль пружності бетону;
t – товщина оболонки;
Rav – середній радіус кривизни головною опуклою
параболи базової оболонки (уздовж діагоналі основи),
обчислюється за співвідношенням:

де: fp – стріла підйому опуклою параболи оболонки, яка
визначається в середині діагоналі базового гіпару;

ℓ – довжина діагоналі основи базового гіпару.



Перевірка стійкості оболонок типу «гриб»
■ Перевіримо стійкість оболонки за співвідношенням (2.2).
■ Згідно обчислень за  табл. повне  розрахункове навантаження на оболонку:

■ qav = 507 + (0,07·25000·1,1) + 1867,32 = 4299,32 Н/м2.
■ qcr = 0,05Eb · t2/( Rav) 2= 0,05·3000000 ·(0,07) 2/(36,5) 2 = 0,5516 т/м2 = 5516 Н/м2;

■ 5516 Н/м2 > 4299,32  Н/м2.
■ Стійкість забезпечена.

■ Товщина оболонки в місці примикання до бортового елементу на ширині 1,0 м
плавно змінюється від 14 см до 7 см (для звичайно елементної схеми: в смузі 0,5 м
від контурного елемента − 11 см, в смузі від 0,5 м до 1 м − 9 см)

Рис. Примикання оболонки до бортового елементу: 1
1− оболонка;

2 − бортовий елемент



Перевірка стійкості оболонок типу «шатер»
■ Перевіримо стійкість оболонки за співвідношенням                                                 :

■ Обчислимо середній радіус кривизни головної опуклої параболи за :

Обчислюємо стрілу підйому головної опуклої параболи базового гіпару.
Максимальна стріла підйому fp знаходиться в точці з координатами х = α/2, y = b/2.
За співвідношенням знаходимо:

Обчислюємо критичне навантаження:

Повне розрахункове навантаження на оболонку:
qav = 507 + 1375 + 1867,32= 37849,32 Н/м2.

qcr = 2810 Н/м2< 37849,32 Н/м2.

Стійкість оболонки не забезпечена. Збільшуємо товщину оболонки
до t = 7 см.



■ Перераховуємо повне розрахункове навантаження на оболонку:

qav=507+(0,07·25000·1,1) + 1867,32 =4299,32 Н/м2

௖௥ݍ = ௕ܧ0,05 ȉ ௧మ

ோೌೡ మ = 0,05 · 30000 · 100 · ଴,଴଻మ

ଷ଺,ହ మ = 0,5516 т
мమ = 5516 Н/мଶ

Висновок: Стійкість забезпечена

Товщина оболонки в місці примикання до бортового елементу на ширині 1,0 м
плавно змінюється від 14 см до 7 см (для кінцевоелементної схеми: в смузі 0,5 м від
контурного елемента −11 см, в смузі від 0,5 м до 1 м − 9 см)

Рис. Примикання оболонки до бортового
елементу: 1− оболонка;
2 − бортовий елемент



Результати числового
експерименту



Головні напруження N1
Cхема №1

Cхема №2

Cхема №3
Cхема №4



Головні напруження N1 в діагональному
перерізі ¼ поля оболонки
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Рис. Діагональний
переріз 1-1 ¼ поля
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Головні напруження N3
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Головні напруження N3 в діагональному
перерізі ¼ поля оболонки

Рис. Діагональний
переріз 1-1 ¼ поля
оболонки, в якому
визначаються головні
напруження N1 (т/м2)
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Максимальні головні
напруження, що виникають
в тонкостінній оболонці
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головні напруження розтягу

головні напруження стиску

З графіку видно, що найменці за
модулем розтягуючі головні
напруження виникають в  тонкостіній
оболонці схеми №3 (шатер с
торцевими фермами жорсткості), а
найбільші- в  тонкостіній оболонці
схеми №4 (шатер з підкосами).

За напрямком головних напружень N3
лише поле оболонки за схемою №3 є
повністю стиснутим, напруження
розтягу в ній не виникають.



Армування поля оболонки
■ Як видно з графіків головні напруження стиску  не перевищують розрахункових

опорів бетону на стиск fcd=14,5 МПа (1478,08 т/м2), але головні напруження
розтягу в декілька разів перевищують розрахунковий  опір бетону на розтяг
fctd=1,0 МПа (101,9 т/м2).

■ Тому за величинами  головних напружень розтягу за нормами ДБН В.2.6-
98:2009 [14] з використанням модуля Ларм-САПР 2013 була підібрана  робоча
арматура для чотирьох моделей оболонок, що досліджуються.

Рис. Схеми армування гіпару:
I − сітка зі стрижнями уздовж діагоналей; II − сітка зі

стрижнями уздовж контурних елементів; III −
додаткова арматура в кутових зонах;

1 − опукла головна парабола; 2 − увігнута головна
парабола; 3 − бортовий елемент; 4 – власне

оболонка



Рис.1 Площа верхньої
(а) та нижньої (б)

арматури на 1 м.п. з
урахуванням

тріщиностійкості за
напрямком  осі Х для

схеми №1

Рис.2 Площа верхньої
(а) та нижньої (б)

арматури на 1 м.п. з
урахуванням

тріщиностійкості за
напрямком  осі Х для

схеми №2

а)

а)

б)

б)

Арматура за напрямком армування по осі «Х»



Рис.1 Площа верхньої
(а) та нижньої (б)

арматури на 1 м.п. з
урахуванням

тріщиностійкості за
напрямком  осі Х для

схеми №3

Рис.2 Площа верхньої
(а) та нижньої (б)

арматури на 1 м.п. з
урахуванням

тріщиностійкості за
напрямком  осі Х для

схеми №4

а)

а)

б)

б)

Арматура за напрямком армування по осі «Х»



Рис.3 Площа верхньої
(а) та нижньої (б)

арматури на 1 м.п. з
урахуванням

тріщиностійкості за
напрямком  осі «У» для

схеми №1

Рис.4 Площа верхньої
(а) та нижньої (б)

арматури на 1 м.п. з
урахуванням

тріщиностійкості за
напрямком  осі «У» для

схеми №2

Арматура за напрямком армування по осі «Y»



Рис.3 Площа верхньої
(а) та нижньої (б)

арматури на 1 м.п. з
урахуванням

тріщиностійкості за
напрямком  осі «У» для

схеми №3

Рис.4 Площа верхньої
(а) та нижньої (б)

арматури на 1 м.п. з
урахуванням

тріщиностійкості за
напрямком  осі «У» для

схеми №4

Арматура за напрямком армування по осі «Y»



Армування вздовж осі
У1, см2/м.п.

Армування вздовж осі
Х1, см2/м.п.

№ схеми
Верхня

арматура

Нижня
арматур

а
Верхня

арматура
Нижня

арматура
191919191

24,51919192
5,667,695,665,63
62,862,86362,84

Таблиця .Максимальне армування, (м2/м.п.)

19 19

5,66

62,8

19 19

7,69

62,8

0

10

20

30

40

50

60

70

1 2 3 4

П
ло

щ
а

ни
ж

нь
ої

ар
м

ат
ур

и
см

2/
м

.п
.

№ схеми

Нижня арматура вздовж Ох

Нижня арматура вздовж Оу

Максимальні значення площі нижньої арматури (см2) на 1
м.п. з урахуванням тріщиностійкості

19 19

5,66

63

19
24,5

5,66

62,8

0

10

20

30

40

50

60

70

1 2 3 4
П

ло
щ

а
ни

ж
нь

ої
ар

м
ат

ур
и

см
2/

м
.п

.
№ схеми

Верхня арматура вздовж Ох

Верхня арматура вздовж Оу

Максимальні значення площі верхньої арматури
(см2) на 1 м.п. з урахуванням тріщиностійкості

Як видно із графіків найбільших витрат арматурної
сталі потребує оболонка за схемою №4, оскільки
напруження розтягу в ній є максимальними й
виникають за обома напрямками дії головних
напружень N1 та N3. Найменшої інтенсивності
армування, а значить і витрат арматурної сталі,
потребує оболонка  за схемою №3. В цій оболонці за
напрямками дії головних напружень N3 розтягуючі
напруження відсутні, в цьому напрямку оболонка
працює лише на стиск



Деформативність оболонок

Рис.1. Мозаїка переміщень вузлів КЕ схеми вздовж осі
Z для схеми №1 (Zmax=67, 2  мм)

Рис.2. Мозаїка переміщень вузлів КЕ схеми вздовж осі
Z для схеми №2 (Zmax=66, 8  мм)

Рис.3. Мозаїка переміщень вузлів КЕ схеми вздовж осі
Z для схеми №3 (Zmax= 33, 9 мм)

Рис.3. Мозаїка переміщень вузлів КЕ схеми вздовж осі
Z для схеми №4 (Zmax= 82, 2 мм)



Переміщення вузлів розрахункових схем, мм
№ схеми вздовж Оzвздовж Оувздовж Ох

67,28,228,221

66,88,358,482

33,96,456,453

82,25,094,774

Таблиця 1.Максимальні переміщення вузлів схем

Рис.3 Максимальні значення
переміщень вузлів схеми вздовж осі Z

Рис.1 Максимальні значення
переміщень вузлів схеми вздовж осі Х Рис.1 Максимальні значення переміщень вузлів схеми

вздовж осі У

8,22 8,48

6,45

4,76

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1 2 3 4

Пе
ре

м
іщ

ен
ня

по
ос

іХ
,м

м

№ схеми

8,22 8,35

6,45

4,3

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1 2 3 4

Пе
ре

м
іщ

ен
ня

по
ос

іУ
,м

м

№ схеми

67,2 66,8

33,9

80,89

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

1 2 3 4

Пе
ре

м
іщ

ен
ня

по
ос

іZ
,м

м

№ схеми



В цілому всі величини максимальних вертикальних
прогинів знаходяться в допустимих межах для
оболонок за схемами 1−3. Але, максимальне
переміщення по вертикалі для схеми № 4
перевищує гранично допустиме допустиме в 2,0
рази ࢠࢌ: = ࢒

૜૙૙
=૛૝૙૙

૜૙૙
= ૡ, ૙ см

Для обох типів оболонок типу «гриб» вертикальні
погини конструкції є майже однаковими, тобто
наявність додаткових опорних колон ніяк не впливає
на збільшення жорсткості конструкції в цілому.
Найменші переміщення виникають в схемі №3, в
гіпарі типу «шатер», що має торцеві діафрагми
жорсткості у вигляді ферм із профілів типу
«Молодечно».
Найбільші понаднормові вертикальні прогини

мають місце в схемі №4 –схемі шатрового типу, що
спирається в кутах на стійки з підкосами. Але,
очевидно, не підсилення країв конструкції значним
чином збільшує деформативність оболонок типу
«шатер з підкосами»
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ВИСНОВКИ
■ 1.Складені на квадратному плані оболонки типу гіпарів з  прямолінійними

краями, що збыгаються з твірними поверхні, є архітектурно виразними та
ефективними з точки зору статичної роботи конструкціями.

■ 2. Прийнято до аналізу чотири оболонки гіперболічного типу на  квадратному
плані 24х24 м за формою «гриб» та формою «шатер». Базова поверхня гіпару для
всіх моделей є однаковою та описується формулою:

Z = f ·x · y/(a·b)=4ݕݔ/(12ଶ) =xy/36.

■ Лише з'єднання під різними кутами базового гіпару (що являє собою ¼ всієї
поверхні оболонки) створює різні за характером роботи складені гіперболічні
поверхні.

■ 3. Опуклі твірні параболи оболонки працюють подібно аркам на стиск, а увігнуті
зони − на розтягнення подібно гнучким ниткам, тому було перевірено стиснуті
зони оболонки на стійкість. Перевірка стійкості оболонок типу «гриб» (схема №1
та №2) показала, що їх стійкість забезпечена. Перевірка стійкості оболонок типу
«шатер» при мінімальній товщині стиснутої зони в 5 см виявилися не достатньо,
але при збільшенні цієї товщини до 7 см умова стійкості виконалася.



■ 4. За результатами статичного розрахунку від розрахункового сполучення навантажень (власна
вага залізобетонної оболонки, покрівля, сніг на все поле)  чотирьох моделей були отримані
наступні висновки:

■ 4.1 Головні напруження як стиску, так і розтягу, що обумовлюють конструктивне вирішення
тонкостінної оболонки, розподілені по її полю плавно.

■ 4.2 Головні напруження стиску для усіх моделей не перевищують розрахунковий опір бетону на
стиск fcd=14,5 МПа (1478,08 т/м2). Найбільші стискаючі головні напруження виникають за
напрямком головних напружень N3  в  схемах оболонок №1 («гриб») та №4 («шатер з
підкосами») та дорівнюють відповідно 1170 т/м2 та 1180 т/м2. В оболонці за схемою № 2 («гриб
з похилими стійками» максимальні напруження стиску є меншими в 2 рази за розрахунковий
опір бетону на  стиск.

■ 4.3 У всіх розрахункових моделях, окрім моделі №3, за напрямком головних напружень розтягу
N3 виникають розтягуючі напруження. За цим напрямком оболонка за схемою №3 є повністю
стиснутою, головні напруження  розтягу в ній відсутні.

■ Величини цих напружень розтягу не перевищують допустимого розрахункового опору бетону
класу С 20/25 на  розтяг fctd=1,0 МПа=101,9 т/м2 для оболонок за схемами №1 та №2, але для
оболонки за схемою №4 вони становлять 415 т/м2 та перевищують опір бетону на розтяг в 4
рази.

■ 4.4 За напрямком головних напружень N1 всі оболонки зазнають напружень розтягу, які
перевищують в декілька разів розрахунковий опір бетону на розтяг. Так для схем №1 та №2  ці
напруження перевищують опір бетону на розтяг у 8 разів, а для схеми №4-в 15,8 раза.
Найменші напруження розтягу виникають в оболонці №3, де таке перевищення складає 2,3
раза.

■ 4.5 Найбільш раціональною з точки зору виникнення та розподілу головних напружень розтягу є
оболонка за схемою №3. Очевидно, що наявність  торцевих діафрагм жорсткості у вигляді
сталевих ферм значним чином зменшує в тілі оболонки як напруження стиску, так, що головне,
і напруження розтягу. Найменші за модулем і такі, що діють лише за одним напрямком
головних напружень, напруження розтягу дозволяють суттєво зекономити арматуру при
армуванні поля оболонки.



■ 5. За величинами  головних напружень розтягу за нормами ДБН В.2.6-98:2009 з
використанням модуля Ларм-САПР 2013 були обчислені площі нижньої та
верхньої арматури  на 1 м.п. з урахуванням тріщиностійкості

■ 5.1 Як по осі Х , так і по осі У площі нижньої та верхньої арматури на 1м.п. для
схем №1 та №2  є однаковими та максимальне їх значення  становить 19 см2/
м.п. Для схеми №3 такі максимальні значення площі арматури є найменшими  та
становлять 5,66−7,7 см2/ м.п.

■ Найбільші максимальні значення площі верхньої та нижньої арматури за
напрямками Х та У мають місце для схеми № 4 та становлять 63 см2/ м.п.

■ Такі дані щодо витрат арматури вказують на  шатрову оболонку за схемою №3 як
на найбільш ефективну.

■ 6. Деформативність у вертикальному напрямку  для оболонок за схемами
№№1−3 є в допустимих межах та не перевищує гранично допустимого значення,
а для схеми №4 максимальний прогин від навантаження є  в 2 рази більшим за
гранично допустимий.

■ 7. За критерієм найменших  головних  напружень, найменших вертикальних
прогинів та  найменших витрат арматурної сталі найбільш ефективним  є
гіперболічний параболоїд шатрового типу (схема №3), а найбільш не
раціональною з точки зору роботи та конструювання є поверхня оболонки за
схемою № 4- шатер з підкосами.



ДЯКУЮ ЗА УВАГУ!


