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Оптимальный параллельный комплекс продукции следует выбирать с учетом будущего из-
менения условий производства и использования (эксплуатации) продукции. Таким образом, в стан-
дартизации возникают именно динамические модели оптимизации, а не статические. С помощью 
таких динамических моделей должны решаться вопросы, связанные с оптимальными моментами 
постановки продукции на производство, смены модификаций, снятия с производства и эксплуата-
ции и т.д. Эти вопросы должны решаться одновременно с выбором оптимальных параметров 
продукции. Статические модели оптимизации появляются как результат упрощения исходной 
динамической модели. Статические модели используются для получения приближенных резуль-
татов. Они применяйся потому, что для них проще получать необходимые данный и проще стро-
ить вычислительные процедуры. Однако при этом усложняется интерпретация понятий, со-
ставляющих основу модели, так как эти понятия могут быть интерпретированы по-разному в 
зависимости от способа сведения исходной динамической модели оптимизации к статической. 
Более того, для применения готовых статистических моделей необходимо строить достаточно 
сложные, приспособленные к конкретным условиям процедуры определения исходных данных. 

Ключевые слова: метод, оптимизация, параметр, объект, стандартизация, система ма-
шин, растениеводство. 
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В статті представлено нове вирішення аналітичної задачі динамічного криволінійного руху 

на прикладі чотирьохколісного трактора з урахуванням всіх діючих сил.  
Ключові слова: чотирьохколісний трактор, криволінійний рух,  рівняння Даламбера, коефіці-

єнт інтенсивності. 
Постановка задачі. У даній роботі пропо-

нується метод аналітичного вирішення диферен-
ціальних рівнянь криволінійного руху тракторного 
агрегату і визначення основних параметрів руху з 
урахуванням всіх зовнішніх навантажень на агре-
гат, який дозволяє отримати результати з доста-
тньою точністю. В якості вихідних даних для ана-
лізу руху, машино-тракторного агрегату (МТА) 
прийняті: навантаження на крюку, маса і момент 
інерції трактора, рушійні сили передніх і задніх 
коліс трактора, сили опору, геометричні розміри 
агрегату, а також коефіцієнти, зв’язані з пружни-
ми властивостями шин та закономірностями змі-
ни під час повороту сил і кутів, які визначають 
траєкторію руху. 

Аналіз останніх літературних даних. Ди-
намічні задачі криволінійного руху колісних ма-
шин потребують складання диференціальних 
рівнянь другого порядку, які містять цілий ряд 
змінних величин, що мають досить складну і, як 
правило, невизначену залежність від багатьох 
факторів. В літературі є багато прикладів скла-
дання таких рівнянь, пропонуються математичні 
моделі, які описують динаміку повороту машин [1, 
5]. В роботі [3] отримана система диференціаль-
них рівнянь в узагальнених координатах, яка опи-

сує поздовжній рух орного агрегату. Часто вико-
ристовуються приблизні методи рішення. Рівнян-
ня, які описують поведінку (МТА), ураховують 
динамічні співвідношення по принципу Даламбе-
ра або на базі рівнянь Лагранжа другого роду. 
При цьому приймаються до уваги всі сили взає-
модії трактора з грунтом і причіпним або навісним 
обладнанням. У зв’язку із складністю цієї силової 
гри виникає необхідність у багатьох допущеннях і 
спрощеннях.  

Як правило, вивчення криволінійного руху 
МТА обмежується оцінкою його стійкості і керо-
ваності, а динамічні характеристики агрегату та їх 
вплив на його рух при цьому не розкриваються, 
хоча існують спроби рішення цієї задачі. Так, 
наприклад, в роботі [2] запропоновані математи-
чні моделі руху МТА, згідно з якими агрегат розг-
лядається як багатоланковий об’єкт, складові 
частини якого визначаються за допомогою сило-
вих факторів з урахуванням режимів руху цих 
частин і їх взаємодії між собою і з грунтом. При 
цьому використовуються лінійні співвідношення 
між похідними вільних параметрів і узагальнени-
ми швидкостями. Рівняння руху агрегату врахо-
вують і бокове ведення еластичних шин та інші 
взаємодії з опорною поверхнею, а також розміри 
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причіпного знаряддя. Автор стверджує, що вияв-
лені за допомогою розробленого методу законо-
мірності дозволяють вибрати режими руху МТА, 
які забезпечують високу продуктивність, мініма-
льні енерговитрати на рух, екологічну сумісність з 
грунтом, а також виконання вимог щодо стійкості 
руху і керованості. Представлені у цій роботі ма-
тематичні моделі руху МТА вирішувалися мето-
дами чисельного інтегрування, які дозволили 
запропонувати пакети прикладних програм для 
різних швидкостей. Наведений приклад наочно 
показує, що роботи у цьому напрямку мають ве-
лике практичне значення і їх необхідно продов-
жувати. Для поглиблення аналізу перерахованих 
вище питань необхідно отримати точні аналітичні 
рішення диференціальних рівнянь руху МТА. В 
роботі [4] спроба такого підходу зроблена за до-
помогою моделювання і аналізу повороту на го-
ризонтальній поверхні з однорідним фоном трьо-
хвісної шарнірно-з’єднаної машини БелАЗ-75281 
з використанням методів віртуального моделю-
вання в різних умовах руху. Багато-параметрична 
система рівнянь вирішувалася методом Рунге-
Кутта; при цьому були отримані 18 рівнянь, в 
результаті рішення яких було визначено момент, 
необхідний для повороту, та інші параметри. Ав-
тор стверджує, що результатів такого роду дослі-
джень у наш час ще не існує.  

Викладення основного матеріа-
лу.Розрахункова схема чотирьохколісного повно-

привідного трактора з передніми керованими 
колесами на однорідній горизонтальній основі 
представлена на рис.1,  

де:F1 і F2 – тягові сили переднього і задньо-

го мостів; 
Fоп1 і Fоп2 – сили опору коченню коліс пе-

редньої і задньої осі, приведені до центрів мостів 
– точок А і В; 

Fб1 і Fб2 – бокові сили передніх і задніх коліс; 
Fк – крюкова сила; 
Моп– момент опору повороту; 

 – швидкість руху центра мас С трактора, 

дотична до траєкторії руху; 
α – кут між вектором швидкості   і поздов-

жньою віссю трактора (курсовий кут); 
φ – кут повороту корпуса трактора відносно 

осі Ох; 
α1 – середній кут повороту керованих коліс; 
αв1 і αв2 – кути ведення передніх і задніх ко-

ліс; 
γ – кут між віссю трактора і вектором крю-

кової сили в горизонтальній площині; 
Rт і R – теоретичний і дійсний радіуси по-

вороту трактора; 
Rс – радіус кривизни траєкторії центра мас 

С. 
Тоді динамічні рівняння руху в формі Да-

ламбера будуть: 

 )sin(cos)cos(cos)cos( 11211211 


бoпoп
x FFFFF

dt

d
m );cos(sin2   кб FF  (1) 

 )cos()()sin( 11211211 


бoпoп
y

FsііFsііFsііFF
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d
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В цих рівняннях змінними є величини φ, α, 

α1,   і час t, а також майже всі зовнішні сили, 

тому при інтегруванні для отримання рівнянь 

швидкості і траєкторії необхідно підінтегральні 
функції привести до одного аргументу. Найпрос-
тіше це можна зробити через параметр φ. 
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Рис. 1. Розрахункова схема чотирьохколісного трактораз передніми керованими колесами  

 

Замінити диференціал dt на диференціал 
dφ можна, виразивши елементарну дугу-
переміщення точки В відносно точки С (рис. 2): 
dЅ = ℓ2dφ =  ВСdt. Тоді швидкість точки В у відно-

сному русі відносно точки С необхідно виразити 

через швидкість  = C. З плану швидкостей (рис. 

2) маємо: 
)(sin  koВС  . 

 

 
Рис. 2. План швидкостей для характерних точок остова трактора 

 

Тут sinα ≈ α (радіан), який згідно з [5, с. 215] 
зв'язаний з кутом повороту керованих коліс α1 

залежністю , звідки слідує, що 

при робочих значеннях кута α1 = 50…55 º  кут α = 

25…30 º. Тоді  

, 

де max0max /)(k   –коефіцієнт 

інтенсивності зміни кута α під час повороту; αоі 
αmax– початкове і кінцеве значення цього кута на 

ділянці входу в поворот або на ділянці виходу з 

повороту; φmax – кут повороту корпуса трактора. 

Швидкість  можна виразити через її проекції  х 

і  y на осі координат (рис.1). 

;

. 

Тепер диференціальні рівняння руху в про-
екціях на осі Оxі Оy можна записати у вигляді: 
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Оскільки кут повороту корпуса трактора φ 

прийнято як незалежний аргумент, компоненти 

швидкості  і , а також складові траєкторії 

руху центра ваги С – координати х і y – також 
можна отримати як функції кута φ. Для рішення 

цієї задачі цих двох рівнянь достатньо. 
У загальному випадку для визначення пов-

ної швидкості центра мас С необхідно взяти 14 

інтегралів. Згідно з диференціальним рівнянням 

(1) проекція швидкості  на вісь Ох має сім 

складових. Розглянемо їх окремо. 
1. Перший інтеграл визначає складову про-

екції швидкості центра мас на вісь Ох, яка зале-
жить від тягової сили переднього моста F1.  

. 

Задача про розподілення сумарної сили тя-
ги між ведучими мостами детально розглянута в 

[5, с. 220…227]. У повнопривідних тракторів з 
блокованим приводом один з ведучих мостів 
можна відключати. Як правило, це передній міст. 
Тоді тягове зусилля F1 = 0. В усякому разі сили F1 
і F2 можна вважати відомими, але вони можуть 

змінюватися під час повороту трактора у значних 
межах. Таким чином, тягова сила F1 може 

змінюватися як завгодно або залишитися 
постійною, якщо виконувати відповідне керування 
двигуном. Можна припустити, що у загальному 
випадку вона монотонно змінюється від початко-
вого значення Fо1 до якоїсь величини в кінці по-
вороту за лінійною залежністю від кута φ, тобто 
F1 = Fо1(1+kF1φ), де kF1 – коефіцієнт інтенсивності 
зміни сили F2 під час повороту.  

Тут і далі тригонометричні функції розкла-
даютьсяв ряди Маклорена. Якщо обмежитися 
для синуса одним, а для косинуса двома перши-
ми членами ряду і маючи на увазі, що кут пово-
роту керованих коліс  1011 k , а

 ))1(cos)cos( 111  ko  , то перший інтеграл 

приймає вигляд: 
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Рішення цього інтегралу отримаємо у 
вигляді: 
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2.Другий інтеграл для визначення складо-

вої швидкості руху 2х , яка залежить від тягової 

сили заднього моста F2 після заміни диференціа-
ла dt на dφ і прийняття закону зміни тягової сили 
задньої осі F2 = F02(1+kF2φ), де F02 – значення цієї 
сили на початку повороту, kF2 – коефіцієнт інтен-
сивності зміни силиF2 під час повороту, а також 
після заміни тригонометричної функції сosφ на 

два перші члени ряду Маклорена, має вираз: 
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Рішення цього інтегралу: 
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3. Сили опору коченню передніх і задніх 
коліс Foп1 і Foп2 залежать від швидкості руху та 
деформації шин і грунту, які в процесі повороту 
змінюються. Врахувати ці зміни в загальному 
рішенні можливо лише за рахунок ускладнення 
рішення. Але сили опору коченню коліс незначні 
порівняно з тяговими силами і силою на крюку, 
тому в першому наближенні їх можна прийняти 
постійними. Інтеграл, що враховує силу опору 
передніх коліс Foп1 за прийнятою схемою приво-

диться до виду: 
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Рішення цього інтегралу: 
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4. Інтеграл, що враховує силу опорузадніх 
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5. Бокові сили зростають при збільшенні 
кута φ під час входу в поворот, тому приймаємо 
для бокової сили передніх коліс Fб1 = Fб10(1+kб1φ), 
де kб1 - коефіцієнт інтенсивності зміни бокової 
сили Fб1 . За прийнятою схемою отримаємо: 
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6. Бокова сила задніх коліс Fб2 = 
Fб20(1+kб2φ), де kб2 - коефіцієнт інтенсивності змі-
ни бокової сили Fб2. Відповідний їй інтеграл: 
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7. Останній інтеграл диференціального рів-
няння (1) враховує вплив на швидкість руху 
центра ваги трактора крюкової сили Fк, яку можна 
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Повна проекція швидкості центра ваги 
трактора на вісь Ох –це сума складових проекцій 

хі , визначених рівняннями (3…9): 

А
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 . 

Постійну інтегрування А знаходимо з поча-

ткової умови (φ=0; oох соs  ): 
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Остаточно маємо: 
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Тепер знайдемо рішення семи інтегралів 
рівняння Даламбера (2), записаного у формі про-
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Повна проекція швидкості центра ваги тра-
ктора на вісь Оу, як сума складових, отриманих 

рівняннями (11…17) буде: 
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oоy  sin;0  ): 



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1
0 lnsin
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oiioo BBВ  .  

Тоді  
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yiy BB . 

Повна швидкість: 22
yх   .  (18) 

Висновок. Розроблено метод аналітичного 
рішення диференціальних рівнянь криволінійного 
руху чотирьохколісного трактора з урахуванням 
всіх сил, діючих на агрегат. Отримані рівняння 
дозволяють виконати аналіз залежностей швид-
кості руху МТА в повороті від різних силових фак-
торів і геометричних параметрів. 
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СКОРОСТИ КРИВОЛИНЕЙНОГО ДВИЖЕНИЯ КОЛЕСНОГО ТРАКТОРА 
В статье представлено новое решение аналитической задачи динамического криволинейно-

го движения на примере четырѐхколѐсноготрактора с учетом всех действующих сил. 
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Melnik V.I., Dovzhik M.J., Tatyanchenko B.J., Solarov О.О., Sirenko Y.V., THE EQUATION OF 
THE SPEED OF THE TRACTOR’S MOVERS CURVILINEAR MOTION  

The authors propose an analytical method for solving differential equations curvilinear motion of the 
tractor unit and determine the main parameters of movement with all external loads acting on the unit in this 
article. It allows you to get results with a fairly high degree of accuracy. 

Dynamic tasksof the curvilinear motion wheeled vehicles require assembly second order differential 
equations. It contains a number of variables that are very complex and are usually dependent on many fac-
tors. 

The equations that describe the movementsof the machine-tractor unit (MTU), take into account the 
dynamic correlations on the principle of D'Alembert or at the Lagrange equations of the second kind. This 
takes into account all the forces of interaction between the tractor, ground and trailer equipment or attach-
ments. Due to the complexity of this power action it is necessary to allow and simplify some moments. The 
article presents a new analytical solution of the problem of dynamic curvilinear motion of an example of trac-
tor MTZ-82 with all active forces. 

Keywords: four-wheeled tractor, curvilinear motion, D'Alembert equation, coefficient of intensity. 
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